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Рассмотрены свободные колебания подкрепленной поперечными ребрами повре-

жденной цилиндрической панели, заполненной вязко-упругой средой. На основе вариа-
ционного принципа Остроградского-Гамильтона получены дифференциальные уравне-
ния движения и естественные граничные условия для ребристой поврежденной цилин-
дрической панели.  Показано, что собственные частоты колебаний  возрастают с уве-
личением количества поперечных  ребер. Учет вязкости материала среды приводит к 
снижению значения собственной частоты колебаний рассмотренной системы по 
сравнению с частотой той же системы, когда среда чисто упругая.  
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Для уточнения рабочего ресурса конструкций необходимо  учесть  

особенности свойств материалов, накопления и развития в объеме мате-
риала различного рода дефектов, а также связей, налагаемых на конст-
рукции и их элементы со стороны внешней контактной среды. Решение 
такого типа задач представляет математическую трудность, которая уг-
лубляется как с учетом динамических эффектов и учетом повреждаемо-
сти, так и с учетом воздействия окружающей среды. Поэтому требуется 
разработка приближенного метода. Одним из таких методов является ва-
риационный, применение которого объясняется тем, что он позволяет 
получить непротиворечивые приближенные теории тонкостенных конст-
рукций типа оболочек и стержней. В работах [1,2,7] исследованы влияния 
начального прогиба ребристой оболочки, заполненной средой, на крити-
ческие напряжения общей потери устойчивости.   

В данной работе исследованы свободные колебания подкреплен-
ной кольцевыми ребрами поврежденной цилиндрической панели, кон-
тактирующей с вязко-упругой средой. 
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Для учета повреждаемости применяется деформационная наслед-
ственная теория повреждаемости, разработанная для одномерного случая 
в [3] и развитая для сложно – напряженного состояния в [4, 5, 6]. Соглас-
но этой теории определяющие уравнения для неоднородного тела ( x -
вектор-координата точки тела) записываются в виде: 

* *1
ij ij ij ijK M

E
ε σ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅  , 

где E  - модуль Юнга, а *K  и *M -интегральные операторы наследствен-
ного типа, описывающие, соответственно, процессы обратимой ползу-
чести и повреждаемости, и для которых имеют место представления: 
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     Здесь ),( τ−txK  и ),( τ−txM -соответственно, ядра обратимой ползу-
чести и повреждаемости; ( )+−

kk tt ; -интервалы периодов активного напря-
жения, способствующего росту повреждаемости; )( +

ktf -функция залечи-
вания дефектов, зависящая от объема повреждаемости, накопленной за 
данный цикл. Например, значение 0)( =+

ktf  соответствует полному за-
лечиванию дефектов, образовавшихся за данный цикл, а значения 

1)( =+
ktf  - отсутствию самого эффекта залечивания дефектов. Все проме-

жуточные значения от нуля до единицы соответствуют эффекту частичной 
залечиваемости дефектов. Для определения интервалов ( )+−

kk tt ;  необходимо 
задавать специальные условия.    Их удобно сформулировать для конкрет-
ной задачи с учетом специфики конструкции, условия ее работы.  
      Для решения поставленной задачи применяется вариационный прин-
цип Остроградского-Гамильтона. Принимается, что напряженно-дефор-
мированное состояние цилиндрической панели можно полностью опре-
делить в рамках линейной теории упругих тонких оболочек, основанной 
на гипотезах Кирхгофа-Лява, а для расчета ребер применима теория кри-
волинейных стержней Кирхгофа-Клебша. Система координат выбрана 
так, что координатные линии совпадают с линиями главных кривизн сре-
динной поверхности панели. При этом предполагается, что ребра разме-
щены вдоль координатных линий, а их края, как и края панели, лежат в 
одной координатной плоскости. 
      Для описания деформированного состояния ребер, кроме трех со-
ставляющих перемещений центров тяжести их поперечных сечений    

, ,j j ju wϑ  j − го поперечнего стержня, необходимо определить также 
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углы закручивания kpjϕ . Учитывая, что согласно принятым гипотезам 
имеют место постоянство радиальных прогибов по высоте сечений, а 
также вытекающие из условий жесткого соединения ребер с цилиндриче-
ской панели равенства соответствующих углов закручивания, записыва-
ем следующие соотношения: 
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Здесь 10,5 ,j jh h H= +  h − толщина панели,  1
jH −  расстояния от осей j − го 

поперечнего стержня до поверхности панели,  ,j kpjϕ ϕ −  углы поворота и за-
кручивания поперечных сечений, соответственно, поперечных стержней. 
        Относительно внешних воздействий предполагается, что действую-
щие на ребристую панели поверхностные нагрузки могут быть сведены к 
составляющим  ,x yq q  и ,zq  приложенным к срединной поверхности па-
нели, а краевые нагрузки – к продольным, касательным, поперечным 
усилиям и изгибающим моментам, приложенным к краям цилиндриче-
ских панелей. 
        Для применения принципа Остроградского-Гамильтона  предвари-
тельно запишем потенциальную и кинетическую энергии системы. 
       Потенциальная энергия упругой деформации поврежденной цилинд-
рической панели имеет вид: 
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Выражения для потенциальной энергии упругой деформации 
j − го поперечного ребера таковы [ ]5,6 : 

2
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В выражениях (1)-(3) 1 2 1 2, , ,x x y y −  координаты криволинейных и пря-
молинейных краев панели; , , ,j zj yj kpjF J J J −площадь и моменты инер-
ции поперечнего сечения j − го поперечного стержня, соответственно, 
относительно оси Oz  и оси, параллельной оси Oy  и проходящей через 
центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; 

,j jE G - модули упругости и сдвига материала j − го поперечного 
стержня, соответственно. 
     Потенциальная энергия внешних поверхностных и краевых нагрузок, 
приложенных к панели, определяется как работа, совершаемая этими на-
грузками при переводе системы из деформированного состояния в на-
чальное недеформированное, и представляется в виде  

( ) ( )
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Аналогично, потенциальные энергии внешних краевых нагрузок, прило-
женных к торцам, соответственно,  j − го поперечного стержня, опреде-
ляются следующими выражениями  (принимается, что к ребрам прило-
жены только краевые нагрузки): 

( ) 2

1
1 .
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j j j j j j j j j j zj kpj kpj y y
A S u T Q w M M Mϑ ϕ ϕ ϕ

=

=
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Полная потенциальная энергия системы равна сумме потенциальных 
энергий упругих деформаций панели и ребер, а также потенциальных 
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энергий всех внешних нагрузок: 
1 1

0 0
1 1

k k

j j
j j

A A
= =

Π = Π + Π + +∑ ∑ .                          (6) 

     Кинетические энергии цилиндрической панели и ребер записывается в 
виде 
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Здесь t −временная координата, ( )1 0 0 2 2
0
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E
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ρ
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 0 , jρ ρ −  

соответственно, плотности материалов, из которых изготовлены панель, 
j −й поперечный стержнь; E −  модуль Юнга материала панели. 

   Кинетическая энергия ребристой панели 
1

0
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=

= +∑                                          (9) 

Уравнения движения ребристой поврежденной панели, контактирующей 
со средой, получены на основе принципа  стационарности действия Ост-
роградского-Гамильтона: 

0,Wδ =                                                         (10) 

где 
''

'

t

t

W Ldt= −∫ %  действие по Гамильтону, L K= −Π% - функция Лагран-

жа, 't  и ''t  - заданные произвольные моменты времени.                                             
      Предположим, что интенсивность нагрузки, действующей на панели 
со стороны вязкоупругой среды, можно написать в следующем виде: 

( ) ( ) ,
t

z cq k w t w dτ τ τ
−∞

= − Γ −∫                                      (11) 

где Γ - ядро релаксации  [ ]3 , а  коэффициент ck  определяется зависимо-

стью 2
1 0ck q q= + ∇  (модель Пастернака), где 2∇  - двумерный оператор 

Лапласа на поверхности контакта, w  - прогиб панели, 01,qq  - постоян-
ные. 
         С учетом  соотношений (1)  перемещение стержней выражаем через 
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перемещение панели. Из условия (10) получаем систему алгебраических 
уравнений относительно искомых неизвестных. 

На примере рассмотрим свободные колебания подкрепленной по-
перечными ребрами поврежденной цилиндрической  панели, контакти-
рующей с вязко-упругой средой. Считая, что края панели шарнирно 
оперты, при 0,x l=  0; 0; 0; 0x xN M w ϑ= = = = , неизвестные вели-
чины аппроксимируем следующим образом:  
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где k  - число волн в окружном направлении, ω - частота колебания ис-
комых величин , , , , , , , ,x y xy x y xyu w N N N M M Mϑ . Подставим аппрокси-

мации (12) в функции Лагранжа L%  и учитывая, что 
' ''

1 2 1 2

2
0, , 0, , 0, ,

4
x x L y y t t

π π
ω

= = = = = =  проинтегрируем по ,x y  и t . 

Тогда получаем функцию от искомых величин  
, , , , , , , ,m m m xm ym xym xm ym xymu w N N N M M Mϑ . Стационарное значение полу-

ченной функции определяется из следующей системы: 
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Приравнивая главный определитель названной системы  нулью, получим 
частотные уравнения относительно ω :  

det 0 ( , 1,2,3,...,18).ija i j= =                              (14) 

Уравнение (14) реализовано численно при следующих исходных дан-
ных[8]: 

Для среды были приняты: 0 0/ 3; / 0,002.q q q E= =% % %  Кроме того, 

( )M t constτ β− = = ; ( ) tt Ae ψ−Γ =  ( 0,05; 0,1615 )Aψ = = ; 1m = ; 

0,3;v = 3
0 7,8 /г смρ = ; 1

1 800 ; 0,1591 10 ;
2

cF
L мм

Rhπ
−= = ⋅

. 6
3 0,5305 10

2
kp cI
R hπ

−= ⋅ ; 160 ;R мм= 10,1375 10ch R−= ⋅ ;

6
3 0,8289 10 ; 0,45 ;

2
ycI

h мм
R hπ

−= ⋅ =  

( ) 0,5kf t+ = ; 9 26,67 10 /cE E н м= = ⋅ . 
    Результаты счета представлены на рис.1 в виде зависимости 

( )2 2 2

0

1

1 v R

E

ρ ω
ω

−
=  от числа 1k  - количества поперечных ребер. 

Сплошная линия соответствует поврежденной, а пунктирная – неповреж-
денной  панели. Из рис.1  видно, что с увеличением 1k ,  1ω   возрастает. 
Кроме того, с увеличением количества поперечных ребер собственные 
частоты колебаний рассмотренной системы также возрастают. Счет по-
казывает, что учет вязкости материала среды и повреждаемости приво-
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дит к снижению значения собственной частоты колебаний рассмотрен-
ной системы по сравнению с частотой той же системы, когда среда чисто 
упругая. 
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Рис. 1. Зависимость 1ω от числа количество поперечных ребер  1k  . 
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ÖZLÜ-ELASTİKİ MÜHİTLƏ TƏMASDA OLAN ENİNƏ MÖHKƏMLƏNDİRİLMİŞ 

ZƏDƏLİ SİLİNDRİK TAVANIN RƏQSLƏRİ 
 

R.Ə.İSKƏNDƏROV  
 

XÜLASƏ 
 

Eninə qabırğalarla möhkəmləndirilmiş özlü-elastiki mühitlə təmasda olan zədəli 
silindrik tavanın sərbəst rəqslərinə baxılmışdır. Ostroqradski-Hamilton variyasiya prinsipinə 
əsasən hərəkətin diferensial tənliyi və qabırğalı silindrik tava üçün təbii sərhəd şərtləri 
alınmışdır. Göstərilmişdir ki, eninə qabırğaların sayının artması rəqsin məxsusi tezliyini artırır. 
Mühitin materialının özlülüyünün nəzərə alınması baxılan sistemin rəqslərinin məxsusi 
tezliyinin mühit tam elastik olan halda sistemin məxsusi tezliyindən az olmasına gətirir. 

 
Açar sözlər: zədəli örtük, böhran qüvvəsi, rəqslər, özlü-elastiki mühit, dayanıqlıq, 

Pasternak modeli. 
 

VIBRATIONS OF DAMAGED CYLINDRICAL CROSS – STIFFENED PANEL  
IN CONTACT WITH VISCOELASTIC MEDIUM 

 
R.A.ISKANDAROV 

 
SUMMARY 

 
Free oscillations of visco-elastic medium-filled, damaged cylindrical panel streng-

thened by transverse ribs are considered. Differential motion equations and natural boundary 
conditions for a ribbed damaged cylindrical panel are obtained on the basis of Ostrogradskiy-
Hamilton variational principle. It is shown, that eigen- frequencies of oscillations increase due 
to the amount of transverse ribs. Account of viscosity of medium material causes the reduction 
in the value of eigen- frequency of the oscillations of the considered system in comparison 
with the frequency of the same system when the medium is purely elastic. 

 
Key words: damaged shell, critical load, vibrations, viscous-elastic medium, 

stability, Pasternak's model. 
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